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1 Sein Lebef

Als wir an einem heil3en Augusttag des Jahres 1980 Prof. Grébner in einem Sanatorium

geistlicher Schwestern besuchten, meinte er: ,Gestern waren meine Heidelberger Enkel-
kinder da, jetzt kann ich mich ausruhen.” Nach seinem bewegten Leben hatte er die Ruhe
wohlverdient: Er war stets um seine grof3e Familie bemuiht — und dazu z&hlte er wohl auch

seine Mitarbeiter — er hatte aber meist auch ein speziell angefertigtes Brett bei sich, um auf
dieser Unterlage seine Ideen zu Papier bringen zu kénnen. Am liebsten tat er dies in der
Veranda seiner Wohnung in der Innsbrucker KochstraRe unter der Firsorge seiner bemih-
ten Gattin.

Doch nun etwas systematischer zu Grébners Lebenslauf:

Bildnis W. Grébners von R. Liedl

Er wurde am 11. Februar 1899 in Gossensald an der Sudtiroler Seite des Brennerpasses ge-
boren und wuchs dort mit vier Geschwistern auf. Nachhaltige Auswirkungen auf sein spa-
teres Leben hatte das Jesuiteninternat in Feldkirch. 1917 muf3te er an die italienische Front
und nach Kriegsende begann er ein Maschinenbaustudium an der Technischen Universitét
in Graz. Gegen Ende dieses Studiums kam es zu einer dramatischen Wende in Grébners
Weltanschauung: Einer seiner Briider verungliickte an einem Sonntagnachmittag mit dem
Motorrad todlich, ohne am Vormittag einen Gottesdienst besucht zu haben. Die drohende

lvergleiche auch den Vortrag von R. Liedl anlaBlich des Kolloquiums 100 Jahre Grébner
http://mathematik.uibk.ac.at/archiv.html und die Laudatio von E. Hlawka aus Anlal3 des 80.
Geburtstags Grobners IMN 124 (1980), 74-80 (félschlicherweise dort Laudatio aus Anla® der Emeritierung des
Jubilars genannt!)



ewige Verdammnis fiir seinen geliebten Bruder stiirzte den Stella-Matutina-Absolventen in
eine schwere seelische Krise — es kam zum Abbruch des Technikstudiums und zum Bruch
mit der katholischen Kirche. Sein faustisches Suchen nach einer Religiositat ohne Zwange
beschreibt er ein Jahrzehnt spater in seinem ersten BachWeg aufwartg98] — und in

den friihen sechziger Jahren in den Neujahrsthesen und seinen Seminaren tber Grenzpro-
bleme, die ihn in ernsthafte Schwierigkeiten mit der Innsbrucker Theologischen Fakultéat
brachten! Vgl. P. Goller und G. Oberkofler dal? auf der Universitat fir die Lehre, die

dort vertreten wird, wirkliche Griinde gegeben werdf0]

Die fUr uns wichtigste Spatfolge bleibt jedoch: Grobner begann 1929 — nach seiner Ver-
ehelichung — mit dem Mathematikstudium an der Universitat Wien, yd@l Mathematik

die wahrhaft kdnigliche Wissenschaft sei, die einzig und ausschlie3lich auf eigene Ein-
sicht gegriindet ist, die konsequent jede fremde Autoritat au3erhalb des eigenen Verstandes
ablehnt und niemals etwas deshalb zu glauben vorschreibt, weil es irgendwer irgendwo
irgendeinmal gesagt habe (Osterr.Hochschulzeitung 1958) Grébners beeindruckendste
Lehrer waren W. Wirtinger und Ph. Furtwangler — aber auch er machte Eindruck: Wir-
tinger hebt in seiner ArbeEine Determinantenidentitat und ihre Anwendun@ibners
wichtigen Beitrag im Seminar 1933/34 hervor. Grébners Disertation bei Furtwéangler im
Jahre 1932 tragt den Tit&lin Beitrag zum Problem der Minimalbasend erscheint 1934

in den Monatsheften [137] (zuvor 1932 schon kurz angeZeigl [146]).

Auf Empfehlung Furtwanglers ging G. gleich nach der Promotion nach Géttingen, um die
Vorlesungen von Emmy Noether zu hdren. Bereits zu Weihnachten konnte er in einem Brief
aus Gossensald dsehr verehrten Frau Professortlie Losung einer Problemstellung tiber
irreduzible Ideale skizzieren, die dann zu der meiner Meinung nach bedeutendsten Arbeit
Grobners[[147] fuhrte, auf die wir im nachsten Abschnitt eingehen werden.

G. entschuldigt sich auch gleich bei Noether, dafl3 er im Janner ,f@@@tsachlich aus
materiellen Grundentvieder nach Osterreich zuriick méchte. Er konnte aber keine Stelle
an einer Universitat bekommen und wirkte bis 1936 als Privatgelehrter, der unter anderem
Kleinkraftwerke baute, in Gossensal3, wo er im Herbst im véterlichen Hotel zufallig mit
Prof M. Picone zusammentraf, der dort seine Ferien verbrachte. Dies fiihrte schlief3lich zu
einer Anstellung an dessem Institut fir angewandte Mathematik in Rom. Da er als Sudti-
roler fiir Deutschland optierte, muRte G. 1939 Rom wieder verlassen und wurde nach einer
kurzfristigen Tatigkeit bei der PreuRischen Akademie der Wissenschaften im Rahmen der
Redaktion deiFortschritte der Mathematikn Berlin als Aquivalent zu seiner romischen
Position als ,Ordentlicher Konsulent* am 31. 10. 1941 zum Extraordinarius an der Uni-
versitat Wien ernannt. Allerdings muf3te er kurz darauf zum Wehrdienst einrticken, wurde
aber am 19. 6. 1942 UK-gestellt und mit dem Aufbau eingfswaffeninstituts zur Anwen-

dung héherer mathematischer Methoden auf Probleme der Luftfahrtteghtek Leitung

des Freiburger Mathematikers G. Doetsch mit vorlaufigem Sitz in Braunschweig betraut.
Die von G. geleitete Arbeitsgruppadustriemathematikrstellte Integraltafeln aber auch
einenVergleich der zu erwartenden Trefferwahrscheinlichkeit von MG und Schrapnellra-
kete im Luftkampf

Prof. Hlawka erinnert sich an einen Besuch in Braunschwgigs Essen an dieser An-

stalt war selbst fur die damaligen Verhaltnisse entsetzlich, aber die Unterhaltung mit G.
und den Kollegen, so mit Prof. Peschl, ist mir in lebhafter und schoner Erinnerung*

1945 kann sich Grobner rechtzeitig zu seiner Familie nach Tirol absetzen — kann aber
nach Kriegsende nicht gleich nach Wightach dem Ausscheiden der beiden ordentlichen
Professoren des Faches besitzt die Fakultat nur mehr die beiden Extraordinariate, derzeit
eingenommen durch Dr. Wolfgang Grobner und Dr. Nikolaus Hofreiter. Auch diese bei-
den standen der Fakultat wahrend des Sommersemesters 1945 und des Wintersemesters
1945/46 nicht zur Verfigung, da Prof. Grébner sich noch immer jenseits der Demarka-
tionslinie in Tirol aufhalt, Prof. Hofreiter .... Der Dekan hat Prof. Grdbner, der nicht
Angehoriger der NSDAP ist, beauftragt, mit Beginn des Sommersemesters 1946 sein Lehr-
amt anzutreten; ob es ihm mdglich sein wird, rechtzeitig einzutreffen, ist fradltlj: G.

traf dann doch in Wien ein, nahm aber 1941 unser aller groem Bedauerr(E. Hlaw-



ka) ein Ordinariat in Innsbruck an. Es war dies eine Art Personalrochade, da J. Radon, den
es zu Kriegsende unter Mithilfe von Prof. Vietoris nach Innsbruck verschlagen hatte, am
24. 1. 1947 zum Ordinarius in Wien ernannt wurde. Im Gegenzug stand im Innsbrucker
Besetzungsvorschlag W. Grébner primo loco:

,Grobner gilt als guter Lehrer und ist politisch unbelastet”

Ganz frei vom Geist der damaligen Zeit war aber auch er nicht gewesen, wie aus einem
Brief vom 5. 9. 1944 an G. Doetsch hervorgeht:

.Der Schrecken Uber die jingste ungluckliche Entwicklung der Kriegslage in Frankreich
ist mir ordentlich in die Glieder gefahren. Ich hoffe, daf3 es trotz allem gelingen wird, das
Schicksal zu bezwingen und unser Vaterland zu erretten. Ich bleibe selbstverstandlich mit
allen Kraften auf meinem mir zugewiesenen Posten, bin aber sofort zu einem anderen Ein-
satz bereit, falls dies verlangt werden sollte. Ein Weiterleben iber eine etwaige Niederlage
hinaus wirde mir absolut wertlos erscheineffi20]

Dabei hatte er noch 1935 geschriebgbie Seele ist autonom, keine aul3ere Macht kann

ihr gebieten".

Sein verdienstvolles Wirken in Innsbruck bis zu seiner Emeritierung im Jahre 1970 wird
aus den folgenden Abschnitten Uber sein wissenschaftliches Werk ersichtlich sein.

In den Jahren danach trafen wir uns jeden Mittwoch zu einem Arbeitsessen — bis wir
schlief3lich in seinem letzten ,Stammlokal“, einem renommierten Hotel in der Néhe sei-
ner Wohnung, Lokalverbot bekamen: G. hatte namlich seit einem Magendurchbruch nur
mehr einen Teil des Magens, was er durch ein Glas Rotwein auszugleichen versuchte —falls
es aber mehr wurde, konnte er recht aufbrausend werden und dazu kam seine Schwerhdo-
rigkeit — ich konnte das Hotelpersonal fast verstehen. DenridehProphet gilt offenbar

nichts im eigenen Land!

Ein Schlaganfall zwang ihn dann 1980 ins Krankenbett, wo er sich in grof3er Wirde und
Gute — wie eingangs erwahnt — von den Seinen verabschiedete, eine seiner Tochter war
ihm bereits vorausgegangen.

2 lrreduzible Ideale — Grobner-Dualitat

Zu Grdbners von E. Noether angeregter Untersuchung der irreduziblen Ideale in kommuta-
tiven Ringen[[14/7] lassen wir am kompetentesten Emmy Noether selber zu Wort kommen:



by Carmichael (Bull Amer. Msth. Soc. 22, 111 (1915)] for n=3.  MacDufjee.

Grohoer, Wollgang: Uber irredasible Ideale in kommutativen Ringen. Math. Ann.
110, 197—3222 (1934).

Irreduzible Ideale sind solche, die sich nicht als Durchschnitt echter Teiler dar-
stellen lassen. Fiir diese hatte Macaulay [Math. Ann. 74 (1813) und Cambridge
Tracts 19 (1918)] im Fall des Polynombereichs — unter mdamneﬁmm% — interes-
sante aber schwer zugingliche Resultate verm0ge seines ,inversen Systoms™ gewonner.
— Hier wird eine einfache und allgemeine Theorie entwickelt, fiir beliebige kommu-
tative Ringe mit Teilerkettenbedingung giltig; die ersten Ansitze dazu lagen in (un-
veriffentlichten) Notizen von Ref. vor. Im Mittelpunkt stehen die verschiedenen
Charakterisierangen der irreduziblen Ideale: Ein Primirideal g zu Primideal p ist dans
und nur dann irreduzibel, wepn jeder primiire, zu p gehorige Teiler a Quatient ist;
a = q:b mit b= q:a. Oder dsmit gleichbedeutend; Weon mit einer Kompositions-
reihe aus den eben charakterisierten o, jeweils auch die Quotienten q:g; eine Kom-

itionsreihe bilden. Vermdge dieser Charakterisierung ergibt sich als das sligemeioe
uivalent des ,,mversen Systems" eine eineindeutige Lhﬁl@mderlﬂnl‘na, indem
jedem a der Quotient q:a als ,inverses Ideal xugeordnet wird. Die dabei geltendes
igkeiten sind dieselben, die Dedekind zuerst beim Ubergang von Modu!
ra Komplementirmodul betrachtet hat. Diese Abbildung ergibt allgemeine Sitee
iiber irreduzible Ideale und Durchschuitt solcher gegenseitig primar (reguliire Idesle);
z. B. Bozieh rwischen Anzahl der Basiselemente und irreduzibler Komponenten
des inversen ; Bezishungen swischen Anzahl der Basiselemente von p und p~¢ |
(0 Exponent von q) usw. Der SchluB bringt ein Kriterium dafir, da ein '
regulir sei. E. Noether (Bryn Mawr).

Ao s A B tae i aB ik dlacs ssabas fe & somsl sleamla aleahes  Roll

Zbl.-Referat 009.29004 (Copyrigt®) by Springer Verlag)

a=bnNcmita C bunda C ¢ nennt man reduzibel; ist dies nicht méglich, so heif3t das
Ideala irreduzibel.

Bsp. InZ ist das Ideal10) = (2) N (5) reduzibel, die Ideal¢2)? und (5)% irreduzibel,

in Clz1, 7o) istq = (23, 7122, 73) = (22, 12) N (21, 3) als Durchschnitt zweier echter
Teiler ein reduzibles Primarideal. Die beiden Teiler sind nun aber irreduzible Primarideale.
Die von G. entwickelte Dualitatstheorie irreduzibler Ideale miindet ebenso wie die Pon-
trjaginsche und die Grothendiecksche in Miatlis-Dualitét

Auch W. Krull hat den Wert der Grobnerschen Arbeit sofort erkannt und sie in seinem En-
zyklopadieartikel Giber di#heorie der Polynomideale und Eliminationstheaiesfuhrlich
referiert.

3 Struktur der Primarideale —
Grobner-Korrespondenz

Ein zentrales Anliegen Grobners war es, die Struktur von Priméaridealen durch Differenti-
albedingungen zu charakterisieren. Zugrunde liegt die einfache Idee, die Vielfachheit einer
Nullstelle eines Polynoms in einer Variablen durch die Ableitung auszudriicken:

2o Nullst.Vielfachh.k von f < f(zo) = f'(z0) = ... = f* V(20) = 0, f*) (x0) £ 0

Begonnen hatte er damit in der zweiten Annalenarbeit]/[151] mit Primidealen — dort wird
mit derPrimbasisiibrigens auch ein Beispiel einer Grobnerbasis (siehe 8) untersucht — das
Problem in[[80] bzw.[[136] fur Priméarideale formuliert und es zum Teilin[127] geldst.

Fur diesen Fall fuhrten M.G. Marinari, H.M. Méller und T. Mora 1966 die Bezeichnug
Grobner duality ein [42].

Siehe U. Obersts umfassende Darstellling [49].

H. Hauser und G. Miller definieren 1993 eine Zuordnung zwischen Untervarietaten des af-
finen Raums undeometrischetUnteralgebren der Liealgebra aller Vektorfelder und nen-
nen sieGrobner- Korresponden23].



4 Multiplizitat — Syzygien

Schon beim Hauptsatz der Algebra mul3 man die Nullstellen mit ihrer Multiplizitat zahlen,
um UberC fiur ein Polynomn-ten Grades: Nullstellen zu erhalten. Der Schnitt héherdi-
mensionaler Varietaten erfordert, um diehtige Anzahl an Schnittpunkten zu erzwingen,
entweder einelynamisch&organgsweise (wie etwa in der Topologie: Magrwackelidie
Situation ein wenig) oder eine mestatischeBetrachtung: Man legt die Multiplizitat eines
Primérideals (durch Macaulay’s Lange) ein fiir alle mal fest und verzichtet auf die Allge-
meingultigkeit des sogBezoutschen Satzes

Die anfangs umkampfte Entwicklung des Grébnerschen statischen Standpunkts in Zusam-
menarbeit mit den Hallenser Algebraikern unter Fihrung des leider allzu friih verstorbenen
Wolfgang Vogel hat zuletzt H. Flenner vorbildlich darges@llt.

Hinsichtlich der Kontroversen zwischen P. Dubreil und Grobner um die Syzygientheorie
und die Charakterisierurgerfekterideale siehe Matutat-Renschuch|[43].

5 Schnellschusse

Obwohl Grobner beim Rechnen kaum Fehler unterliefen — es tauchen kaum Korrekturen
fur die Integraltafeln[133],[134] auf (siehe14]) — war er bei manchen theoretischen Uber-
legungen etwas voreilig:

1956 hatte er einAuflosung der Singularitaten einer algebraischen Varier@gekindigt,

die aber in der Rezension in den Math.Rev. von P. Abellanas ziemlich zerzaust wurde. Dies
ging aber andern ebenso — vgl. meine NatiZ [51].

Eine langere derartige Episode rankt sich um das Jacobi-Kellersche Umkehrproblem poly-
nomialer Abbildungen:

Als ich im WS 63/64 erstmals bei Prof. Grébner mitarbeiten durte, stellte er mir die harm-
los klingende Aufgabe, die polynomialen Losungen

u=u(z,y), v=uv(z,y) derpartiellen Dgl.u vy — uyv, =1

zu untersuchen, insbes. zu prifen, ob sie polynomiale Umkehrungen besafien:
Analog zum trivialen eindimensionalen Fall kommt man rasch auf die lineare Lésung

b ¢
e f

Auch die folgende quadratische Lsg. ist wohlbekannt und spielt neben ihrer quadratischen
Inversen eine wichtige Rolle in der Theorie dynamischer Systeme:

u=a+br+cy, v=d+exr+ fy mit =1

o))

(u, )

-1
(z,y

u=uxcosa— (y—x?)sina, v=uaxsina+ (y—z%)cosa, det

o))

Ich kam bald darauf, daf3 Grobners Frage nach der Umkehrbarkeit einer volumserhalten-
den polynomialen Transformation O.H. Kellers Jacobi-Vermutung war, die fur G. aktuell
war, weil 1955 W. Engel einesermeintlichenBeweis mit Hilfe der Grébnerschdrie-
Reihen-Methodésiehe 6) gegeben hatte, in dem aber Vitushkin spater zwei Fehler ent-
deckte. Weiters hatte B. Segre 1956 drei unvollstanBeygeisgubliziert und nach einem

rein algebraischen Beweis gefragt, den G. 1961 prompt lieferte [117]- leider entdeckte O.
Zariski darin eine fehlerhafte Formel.

Die Veroffentlichung eines zweiten inkorrekten Grébnerschen Beweises konnte ich — der
ich nun ja hinzu gestoRRen war, gerade noch verhindern: G. wollte seine Arbeit fiir eine
Festschrift zu Ehren Segres abschicken, da kam mir W. Kaup, der zu einem Vortrag in

2Wolfgang Vogel's contributions to intersection theory
http://www.mathematik.uni-halle.de/history/vogel/index.html



Innsbruck zu Gast war, zu Hilfe: Mir war namlich aufgefallen, daf3 die Grobnersche Ar-
gumentationsweise auch fiir ganz transzendente Abbildurigetig sein miuf3te — Kaup
verwies mich aber auf das injektive Gegenbeispiel von Bieberbach.

1990 hat van den Essen [59] die Frage nach der polynomialen Invertierbarkeit mit redu-
zierten Grobner-Basen verknipft und 1994 [60] wieder aufgegriffen — dabei aber Grébners
Ergebnisse Uber eine Inversionsformel mit Hilfe der Lie-Reihen-Methode (siehe 6) nicht
gekannt (vgl. meine Note[50])

Siehe auch S. Ahhyankar-W. Lil[1]

Unklare Formulierungen enthalt auch Grébners allerletzte Arb@dloistheorie[131].

Vgl. K. Girstmair-U. Oberst[19].

6 Differentialgleichungen und Lie-Reihen

In einem Brief vom 4. 3. 1943 von Grobner an Doetsch kiindigte sich ein weiterer For-
schungsschwerpunkt an:
+Als eine der dringendsten Aufgaben fir die theoretische Forschung wirde ich die anse-
hen, systematisch die Untersuchung der nichtlinearen Differentialgleichungen aufzuneh-
men. Beinahe alle Probleme, wo man sich nicht mehr mit den allerersten Annéherungen
begnigen darf, fihren auf nichtlineare DglIn. und hier liegt fast noch gar nichts an theore-
tischer Forschung vor“.
Ab dem Jahre 1958 begann G. sich damit systematisch auseinanderzusetzen!
Er knlpfte bei der Darstellung der Lésung einer Anfangswertaufgabe fir ein System ge-
wohnlicher Dgln.

(x) &= f(x), 2(to) =0
bei Sophus Lie an:
G. Kowalewski schreibt in seindtinf. in die Theorie der kontinuierlichen Gruppewir
beginnen mit einer Betrachtung, bei der S. Lie in seinen Vorlesungen besonders gern ver-
weilte: Die Reihenentwicklung der Lsg. von (*) schreibt man am besten in der symboli-
schen Gestalt

(%) z(t) = eV x|p—p,, Wobei V := ifz(gc)i

"
i=1 9z

Grobner schrieb lieber

etD

und unter dieserhogo, das an das vertraute Matrixexponential im linearen Fall konstanter
Koeffizienten erinnerte, initiierte er — zunéchst gemeinsam mit dem theoretischen Physiker
F. Cap ein Forschungsprogramm und koridtétmittel von der NASA und US Army si-
chern und uns als Mitarbeiter anstellen.

Zur Computerimplementierung obiger Formel wurde zunéachst nach Rekursionsformeln fir
die Operatorpotenzen gesucht (vgl. G. Wanher [64])

G. hatte aber auch die fundamentale Idee, den Opefair zerlegen:

D = D; + Dy, wo man nach gutem alten Rezept astronomischer Stérungsrechnung in
D, den bekannten Hauptteil des Problems verpackenivndls Stérung ansehen konn-

te. G. bewies mit diesen im allgemeinen nicht kommutativen OperatOfemnd D- die
Stoérungsformel

D D — [ft=7)"
Pz =etPrz; + Z / 7|[D2szi]d7',
m=0"0 me

die ein UGberaus genaues numerisches Verfahren (mit dem Restglied nach H. Knapp) liefer-
te, das 1968 im Forschungszentrum in Madison einem Hartetest unterzogen wurde. (Vgl.
H. Knapp — G. Wannef [31].



Spéter konnten wir den Zusammenhang mit einer zur selben Zeit von V.M. Alekseev ge-
fundenen Integralgleichung herstellen (Siehe [63]).

Um 1980 wurden dann dieie-Reihervon M. Fliess auf den Fall nicht kommutativer Va-
riablen verallgemeinert und auf Fragen der Systemtheorie angewand{. [16],[30]

Ein Spezialfall dieseFliess-Reihender auf Chen zuriickgeht, 1aRt sich auch aus der St6-
rungsformel gewinnen. (Vgl. Diss. K. Kuhnert)

Ein rein kombinatorischer Zugang zu den Lie-Grobner-Fliess-Chen-Reihen mit Hilfe von
Wurzelbaumendie schon auf Cayley zurlickgehen, wird einerseits seit 1985 von einer
Gruppe um G. Labelle [33],[34] verfolgt — vgl. den sehr gut lesbaren jlingst erschienenen
Artikel von R.Winkel [65]. Im 2. Kapitel:Basic Theory of Lie seriggibt W. eine empfeh-
lenswerte Zusammenstellung der Ergebnisse des Grobnerschen Buches [115].

Es wird auch Grobners mehrdimensionaler Fall

€t1D1+---+tMDMx|l_:i

behandelt, also eine Lie-Reihe mit KoeffizientenAft,, ..., 5] anstelle vonk, und auf
deren Anwendung zur Inversion einer Potenzreihenabbildung eingegangen (siehe 5).
Vergleiche auch die Arbeiten einer Gruppe russischer Autoren [41], [28].

Andrerseits ist in der Numerik seit 1963 der kombinatorische Zugang zu den Runge-Kutta-
Verfahren durch J.C. Butcher der Standard [8], E. Hairer, S.P. Norsett, G. Wanher [22].
Siehe auch das Mathematica pack&g#cher.mund M. Sofroniou([5F7].

Die sich fur die hoheren Ableitungef™ (z) von

mit Hilfe der Kettenregel (nach Faa di Bruno — vgl. auch [27]) ergebenden Ausdriicke nennt
Butcherelementare Differentialeind zeigt, wie man sie ausadizierten Wurzelbdumen
gewinnen kann. Macht man dies ebenso flr die Runge-Kuttasche Naherungslésung — der
Einfachheit halber etwa fiir ein zweistufig explizites Verfahren

Yn = Yn—1 + h(blf(yn—l) + be(yn—l + ha21f(yn—1)))

erhalt man die zentralen Begingungsgleichungen fur ein Verfahren einer bestimmten Ord-
nung. (Uber deren Lésung mit Grobner-Basen siehe [57].)
1995 fihrt uns nun H. Munthe-Kaas in seiner Arbeie-Butcher Theory for Runge-Kutta
Methodg44] wieder an den Ausgangspunkt zurtick:
Wenn man nebeet” f auch
D t t?

e F=F+ F[D,F} + 5[D7 [D,F]] + ...
fur ein Vektorfeld F und Lieklammern[,] betrachtet und den Kommutatoren ebenfalls
Butcherbdumeuordnet, erhalt man auf elegante Weise die oben erwdhnten Bedingungs-
gleichungen!
Vgl. dazu auch M. Fritsche-H. Toparkus [14Jising the Lieseries method of Grobner a
new method for the derivation of the consistency conditions ... is presented (S. Filippi).
Bzgl. strukturerhaltender Integrationsmethoden und Lie-Reihen siehe etwa P.V. Koseleff
[32] und J.S. Griffith[[21].
Weitere Ergebnisse einer Gruppe russischer Mathematiker, die zunéchst ausgehend von
Filatov und Bondarenko in Taschkent mit Grébners Lie-Reihen-Methode arbeitete, finden
sich in [28].
Beziglich Lie-Reihen und stochastischer Dgln. si€hé [37].
Was die Anfangszeit dese-Projektsbetrifft mdchte ich abschlie3end bei den Physikerkol-
legen noch Abbitte leisten: Wir hatten immer gemeint, die Physiker machen sich s leicht



und rechnen nur Einzelbeispiele: Kollege A. Schett hatte zunéchst verschiedene lineare
Dgln. zweiter Ordnung mit Lie-Reihen untersucht, 1977 aber das quadratische System

t=yz, y=zz, %=y, z(0) =0, y(0) =yo, 2(0)= 2z

angegangen und dabei tGiberaus bemerkenswerte Relationen fiir die Koeffizienten der Jaco-
bischen elliptischen Funktionen gefunden, die dann auch mit dem schon erwéhnten kom-
binatorischen Zugang Labelles reproduziert wurden.

7 Orthogonale Polynome —
Mathematik ftr Physiker

Seit der Zeit bei Picone in Rom faszinierte Grobner die Konstruktion orthogonaler Poly-
nomsysteme mit Hilfe eines Extremalprinzips. P. Lesky hat dies fortgefuhrt und erweitert.
[’f] Erwahnenswert ist, dal3 er jingst die Dissertation, die G. Sonderegger unter Grébners
Anleitung 1965 ausgearbeitet hat, aufgegriffen hat und mit dem nun seit tiber 35 Jahren an
einem Vorarlberger Gymnasium tatigen Kollegen eine gemeinsame Arbeit verfal3tihat [35].
Nicht vergessen sollte man Grébners Bickkathematische Methoden der PhyglBS],
Differentialgleichungerfil29] undMatrizenrechnund122], die Klassiker der Lehrbuchli-
teratur waren.

8 Grobner-Basen und Grobner-Deformationen

Wenn man im MathSciNet unté&nywherenach Grobner sucht, erhalt man derzeit gegen
1500 Eintrage — mehr als 90 % davon betref&mdbner-Basen

Wir wollen uns nun das Fundament dieses Denkmals, das Bruno Buchberger mit dieser
Bezeichnung seinem Lehrer setzte, etwas nédher ansehen:

Im Sommersemester 1964 begann G. in seinem DissertantenseminBirileasionstheo-

rie der Polynomidealenit nulldimensionalen Polynomidealen:

3vgl. den Vortrag anlaRlich des Kolloquiums 100 Jahre Grébner
http://mathematik.uibk.ac.at/archiv.html
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Grobners Seminarunterlage SS 64

Das Verfahren liefert eine Basis der Polynomalgelsfa]/a. Aus der Multiplikationstafel
laRt sich auch ein bemerkenswertes neues Erzeugendensystem fir dasricéglewin-
nen:

2 2,3 2
a=(zy 4+ 22 — 201, 2129 — 27,27 — )

Auf den ersten Blick sieht man, dal3 einige Potenzen niedriger sind als im gegebenen EZS,
auf den zweiten Blick fallt jedoch auf, dal3 eines der erzeugenden Polynome nugmehr
enthalt — wir haben mit degraduiert-lexikographischen Ordnurder Monome, von der
Grobner ausging, eingliminationsordnungerwischt und die Frage nach der Nullstellen-
berechnung fir das Ideal auf eine einzige Variable zurtickgefuhrt!

B. Buchberger, der an der neuen ZUSE 23 arbeitete, Ubernahm es als Dissertationsthe-
ma, zunachst das Grobnersche Verfahren zu programmieren und vor allem herauszufinden,
wann man das Verfahren abbrechen kann. Bei diesen Untersuchungen entwickelte er die
fir das Weitere entscheidende Idee 8elPolynomaund bewies, dass es genugt, die Re-
duktion derendlich vielenS-Polynome auf 0 zu untersuchen. Daraus ergab sich ein neu-
er, immer terminierender Algorithmus, der eine Idealbasis liefert, die Buchberger spater



Grbbner-Basemannte und die - auch unabhangig von der Art, wie sie konstruiert werden

- Grundlage fur die algorithmische Losbarkeit einer gro3en Anzahl fundamentaler Proble-
me in der Theorie der Polynomideale bilden. Er wagte sich gleich an ein Beispiel in drei
Variablen: Heute etwa als MAPLE-Befehlsfolge geschrieben:

with(Groebner) : WL := (22 —2y+x, xx2—2, 25 —22+y| : gbasis(W L, tdeg(z,y, x));

[x2—2y+x,xy—y,xz—z,y2—y,zy—z,z3—22+y]

Hier ist das neue EZS schon doppelt so lang. Beachtenswert ist jedocheili®onome

aller Polynome im Ideal sind Vielfache von Leitmonomen der Elemente des neuen EZS.
Die entscheidenden Uberlegungen Buchbergers, wie man durch Bildung des kleinsten ge-
meinsamen Vielfachen von Leitmonomen&Polynomeilkommt, die man allenfalls zum

EZS hinzunehmen muf3, beginnen in der Dissertation auf der Seite 24. Just davor hort aber
Grobner mit der Lekture auf und beauftragt G. Wanner mit der kritischen Prifung des 2.
Teils!

Buchberger promoviert am 16. Juli 1966 (ich weil3 dies so genau, weil wir es gemeinsam
hinter uns brachten) und erst 5 Jahre nach Einreichung der Diss im Herbst 1965 erschien
die gedruckte Fassung der Arbéit [7].

Hironaka hatte zur selben Zeit die Existenz von analdggandardbaseim Potenzreihen-

ring gezeigt.

DaR G. sein Verfahren schon 1949 in der Arbgiter die Eliminationstheor{#5] viel
ausfihrlicher dargestellt hatte — versehen mit einem nahezu vollstandigen Programm flr
dessen Anwendungen — wurde uns erst viel spater bewul3t: Er schreibdilsseénMetho-

de seit etwa 17 Jahren in den verschiedensten, auch komplizierten Fallen verwendet und
erprobt zu haben und glaube auf Grund seiner Erfahrungen sagen zu kénnen, dal} sie tat-
sachlich in allen Fallen ein brauchbares und wertvolles Werkzeug zur Losung von diesen
und dhnlichen idealtheoretischen Aufgaben dars{glit

Eine dieser friihereRrwahnungerhatte ich 1990 zuféllig entdeckt, als ich einen Vortrag
zum Gedachtniskolloquium fir Ott-Heinrich Keller vorbereitete:

Grobners ArbeitJber die algebraischen Eigenschaften der Integrale von linearen Dgin.
mit konstanten Koeffizient§h52] stand neben der Kellerschen Arbeit Uber das Jacobische
Umkehrproblem (siehe 5) — beide Ph. Furtwangler zum 70. Geburtstag gewidmet. Zu den
darin von G. vorgeschlagenen Ideen eialgebraischen Analysisiehe die Arbeiten von U.
Oberst[[48| 45, 46, 47] und zum Zusammenhang mit Additionstheoremen meinen Vortrag
(gem. mit U. Oberst) Ubdbarstellungen von Liealgebren, part. Dgin. und Funktionalglei-
chungerbeim Mathematikertreffen 1999 in Graz.

Als ich in Halle tber Grébners Arbeit berichtete, erzahlte mir Bodo Renschuch Uber sei-
nenBeitrag zur konstruktiven Theorie der Polynomideale XXIII: Vergessene Arbeiten des
Leningrader Mathematikers N.M. Gjuntfs3,(52] und daf3 darin auch so &hnliche Basen
vorkommen!

Heute glaube ich, daR Gjunter um 1913 — zu E. Delassus (1897) etwas spater! — der erste
war, der nahezu fehlerfrei Riquier-Janatgolutive Basen fir Differentialoperatoreauf
Fragen zur Struktur von Polynomidealen anwandte.

Doch halt — schdn der Reihe nach zunéchst zum Fall nichtkommutativer (assoziativer) Al-
gebren!

V.A. Ufnarowskij gibt in seinem Enzyklopadieartikeél [58] eine gut lesbare Darstellung:
Normal Words and a Grobner Basis of an Ideal of a Free Algelua Frage nach ei-

nem vollstandigen System von Relationiender Faktoralgebrad/I (in Analogie zum
Restklassenring nach einem Polynomideal). Zur Konstruktion benétigt man drei Opera-
tionen: Normalisierung, Reduktion unbmposition Das zentrale Kompositionslemma
heil3t bei Bergman 197@amond lemmaZuerst hatte aber 1962 im Kontext von Liealge-
bren A.l.Shirshov eine derartige Konstruktion im Auge.

4 Vgl. auch Macaulays Ansatz in der Arbéit [38] aus dem Jahre 1927
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Eng damit zusammen hé&ngen au@drmersetzungsverfahredie Knuth-Bendix-Vervoll-
sténdigung und die Church-Rosser-Eigenschaft [40].

Weitaus alter aber sind @hnliche Ideen in Ringen von Differentialoperatoren:

Aufbauend auf Méray und Riquier hat Etienne Delassus in seiner ArBatension du
théoréme de Cauchyl12] einen Vervollstandigungsprozel? fur Differentialgleichungen be-
schrieben, der zu einer geeigneten kanonischen Form des Systems fuhrt. Ein Jahr spéter
wendet er dies auf algebraische Gleichungen ah [13]: Er schreibt schlicht und einfach:
méthode que | ai récemment indiquée pour la reduction des systemes differentiels le plus
généraux a une forme canonique peut, sans modifications importantes, s’ applique aux sy-
stémes d’ équations algébriques.

Nun, es waren doch Modifikationen nétig: Gjunter entdeckt ndmlich einen Fehler bei De-
lassus und korrigiert ihn durch seimermierten Mengen1924 fuhrt M. Janet in [29] —

ohne Delassus zu erwéhnen direkt seammlutorischen Mengerin, die die normierten

als Spezialfall enthalten.

Die Delassussche Theorie ist Ubrigens in der franzdsischen Ausgabe der Enzyklopéadie |
9.71 p. 164 im Artikel von Netto-Vavasseur Uber Eliminationstheorie beschrieben!

1978 hat Wen Jun Wu den Riquier-Ritt-Thomasschen Algorithmus — wie er ihn nennt —
wieder aufgegriffen, um das Beweisen in der Elementargeometrie zu mechanisieren. 1991
setzt er fort:On the construction of Groebner basis of a polynomial ideal based on Riquier-
Janet theonf67]. Aus der Zusammenfassunirere may be associated to certain special
kinds of differential ideals some well- behaved basis enjoying some well-behaved proper-
ties. If the differential ideals are further specialized so that they correspond to ordinary
polynomial ideals then such a well-behaved basis will become the usual Grobner basis of
the polynomial ideals, while the latter is not known for differential idg&sview by J.

Apel).

Stimmt allerdings auch nicht ganz: A. Rosenfeld hatte 1950 ih [55taiking of the set

of all (including improper and higher) partial derivatives of D-indeterminates by the pro-
perties of a complete system of marks of Riquigd the reduction process etc in terms of
some rankindetrachtet.

1989 untersuchte T. Tsujishitae compatibility of systems of super differential equations
Das zentrale Konzept ist di@robner integrability Seit 1985 verwendet F. Schwarwo-

lutive Systemeur Bestimmung von Symmetrien von Dgln., ebenso V.L. Topunov.

Fur Systeme polynomialer Gleichungen kléaren in den letzten Jahren A.Yu. Zharkov, Yu.
A. Blinkov, V.P. Gerdt, D. Mall[39] u.a. den genauen Zusammenhang zwischen G.-Basen
und den involutiven Systemen, indem sie die Divisionsalgorithmen von Thomas, Janet
bzw. Pommaret mit dem Buchbergerschen vergleichen. Siehe den Uberblicksvortrag von
J. Apel: Grébner-Basen und Janet-Systeb@m schon erwéhnten Kolloquium zum 100.
Geburtstag von W. Grébner und den Artikel von A.V. Astrelin, O.D. Golubitsky, E.V. Pan-
kratiev: Grobner bases and involutive bagd}. Vergleiche auch die eben erschienenen
Hagenberger Vortragsausarbeitungen von E. Hubert [25, 26], J./Apel [3] und R. Hemmeke
[24].

Die jungste Idee von M. Saito, B. Sturmfels und N. Takayama Grébner-Basen bzgl. ver-
schiedener Ordnunges(dbner deformatiojsund Techniken klassischer Stérungsrech-
nung fir das Studium von Systemen mehrdimensionaler hypergeometrischer partieller Dif-
ferentialgleichungen in Verbindung zu bringénl[56] wiirde Grébner sicher brennend inter-
essieren!

Beziglich der Theorie und der vielfaltigen Anwendungen der Grébner-Basen siehe B.
Buchberger - F. Winklei [6] und die Lehrbiicher [62] 10,[61,/11/ 66 15,215, 18] 9, 54]

9 SchlufRwort

SchlieBen méchte ich mit den Worten Prof. Hlawkas:
Wolfgang Grobner war ein Mensch mit groRer Toleranz gegeniiber andrer Meinung, er
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machte keine hierarchischen Unterschiede, er war von bewundernwerter Arbeitskraft, die
auch durch Krankheit und durch schwere Schicksalsschlage kaum beeintrachtigt wurde.
Seine groRartigen Leistungen sind bei den Mathematikern auf der ganzen Welt anerkannt.
Seine zahlreichen Schiiler und Freunde werden ihn nie vergessen!

Fur fotografische undgXnische Unterstiitzung danke ich Michael Schgraffer.
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